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Аннотация
Оптимизация алгоритмов вычислений значений многочленов, точнее мономов, эк-
вивалентна задаче построения для заданного числа минимальной аддитивной це-
почки. Для поиска таких цепочек не известно никаких алгоритмов, кроме перебо-
ра. Рост сложности перебора очень велик. Среди цепочек одинаковой длины очень
много эквивалентных, то есть заканчивающихся одинаковым числом.
В статье приведен достаточный признак эквивалентности цепочек и показано, как
использование признака позволяет сократить процедуру формирования всех адди-
тивных цепочек фиксированной длины.
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1. ВВЕДЕНИЕ
Если вам нужно вычислить 22019, то не стоит 2018 раз умножать числа на 2. Значи-

тельно быстрее вычислить за 10 умножений числа
22, 24, 28, 216, 232, 264, 2128, 2256, 2512,21024,

затем за 7 умножений получить ответ
210242512,

2102425122256,
21024251222562128,

21024251222562128264,
21024251222562128264232,

2102425122256212826423222,
21024251222562128264232222 = 22019.
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Эти длинные записи являются следствием тождества
22019 = 21024+512+256+128+64+32+2+1 =
= 2×22 ×232 ×264 ×2128 ×2512 ×21024.

Из этого наблюдения ясно, что количество операций умножения, необходимых для
вычисления числа можно оптимизировать, если воспользоваться структурой диадиче-
ского разложения числа. Современное состояние вычислительной техники позволяет
создавать модели, использующие многочлены высоких степеней от многих перемен-
ных. Для вычисления выражения вида

x123 y4321z12345

оптимизация алгоритма весьма актуальна.
Вопрос об оптимальном алгоритме вычисления степеней до сих пор остается откры-

тым, поскольку алгоритм, основанный на диадическом разложении, не всегда оптима-
лен. Например, для возведения числа в 15 степень по «диадическому» алгоритму требу-
ется 6 шагов, но можно провести вычисление и за 5 шагов:

1 2 4 8 12 14 15
1 2 3 5 10 15

Из приведенных примеров видно, что эта задача эквивалентна поиску для заданного
числа N последовательности чисел

c1 = 1, ck = ck1 + ck2 , 1 ≤ k1,k2 < k, k = 2,3, . . . ,m.

Такие последовательности называются аддитивными цепочками.
Аддитивную цепочку, представляющую заданное число (cm = N ) и имеющую наи-

меньшую возможную длину, называют минимальной аддитивной цепочкой для этого
числа. Минимальная аддитивная цепочка позволяет вычислить степень числа за мини-
мальное число умножений. Из определения следует, что аддитивных цепочек длины n
существует

((n −1)!)2 ∼
(n

e

)2n
.

Поиск цепочки путем перебора оказывается очень затратным.
2. ОБЗОР ЛИТЕРАТУРЫ

Аддитивные цепочки интенсивно изучаются, но ни одно из известных их свойств
не дает оснований для формирования универсального алгоритма поиска минимальных
цепочек. Терминология, используемая для описания аддитивных цепочек, и некоторые
свойства аддитивных цепочек изложены в монографии Д. Кнута [1]. Например, некото-
рое время существовала гипотеза о том, что минимальную цепочку всегда можно найти
в виде, содержащем на один произвольный параметр меньше

c1 = 1,ck = ck−1 + crk ,1 ≤ rk < k, k = 2,3, . . . ,m.

Такие цепочки называют звездными цепочками. Гипотеза оказалась неверной: для чис-
ла 12509 минимальная аддитивная цепочка короче, чем минимальная звездная цепоч-
ка [1]. Тем не менее звездные цепочки остаются привлекательным объектом для иссле-
дований, хотя бы как промежуточный этап в решении задачи в полном объёме. В насто-
ящее время активно исследуются вопросы связанные с вычислением выражений вида
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x A yB zC . Здесь нет универсальных алгоритмов, но описаны алгоритмы параллельного
построения аддитивных цепочек для нескольких оснований. Обзор таких алгоритмов
имеется в статье [2]. В статье [3] изложен матричный подход к описанию таких алгорит-
мов, основанный на формальном описании процесса в терминах линейной алгебры, он
позволяет взглянуть на такие алгоритмы с общих позиций.

3. ЭКВИВАЛЕНТНЫЕ ЦЕПОЧКИ
Целью статьи является описание свойств аддитивных цепочек, позволяющих сокра-

тить время их поиска. Основанием рассматриваемой здесь конструкции служит то об-
стоятельство, что звездных цепочек длины m существует (m−1)!, а все возможные конеч-
ные элементы cm таких цепочек подчинены неравенству m < cm ≤ 2m−1. Следовательно,
в среднем

(
m −1

2e

)m−1 цепочек имеют одинаковый последний элемент. Если появится
возможность выделять цепочки, имеющие равный последний элемент, то процедура пе-
ребора могла бы ускориться. Цепочки одинаковой длины, имеющие равные последние
элементы будем называть эквивалентными цепочками. В статье рассматриваются звезд-
ные цепочки, авторы рассматривают эту работу как подготовительный этап для перехо-
да к аддитивным цепочкам общего вида.

Рассмотрим простейшую ситуацию — в паре цепочек длины m совпадают все эле-
менты, кроме двух последних:

ck = dk , 1 ≤ k < m −1, cm−1 = cm−2 + crm−1 , cm = cm−1 + crm ,

dm−1 = dm−2 +dρm−1 , dm = dm−1 +dρm ,

причем ρm = rm−1, ρm−1 = rm . Это возможно только при условии, что rm < m−1. Если это
так, то

dm = dm−1 +dρm = (dm−2 +dρm−1 )+dρm = cm−2 + crm + crm−1 = cm ,

то есть цепочки эквивалентны.
Для того чтобы обобщить это наблюдение, введем еще один термин. Будем говорить,

что элемент цепочки ck пассивный, если при любом j , большем k , выполнено условие
c j = c j−1 + cr j ,r j , k , то есть на него нет ссылок.

В этих терминах доказанное выше утверждение об эквивалентности цепочек можно
сформулировать так: если элемент cm−1 пассивный, то перестановка «добавок» к элемен-
там m −1 и m порождает эквивалентную цепочку.

Точно так же проверяется, что если на элемент ck нет ссылок, то цепочка
d j = c j , j < k, dk = dk−1 +dρk , dk+1 = dk +dρk+1 ,

ρk = rk+1, ρk+1 = rk , ρ j = r j , j > k

эквивалентна цепочке c1, . . . ,cm . Нетрудно видеть, что rk+1 < k , и тогда dk+1 = ck+1, а даль-
ше ничего не меняется, так как на элемент ck нет ссылок, а другие элементы не измени-
лись. Отметим, что у любой цепочки хотя бы два элемента не являются пассивными: это
первый элемент цепочки c1, c2 = c1 + c1 и последний элемент цепочки cm (на него не
может быть ссылок).

Поскольку описание пассивного элемента происходит в терминах индексов, то удоб-
но называть набором индексов звездной цепочки ck = ck−1+crk , k = 2,3, . . . ,m, множество
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(r1,r2, . . . ,rm) (здесь r1 = 0, символ r1 введен ради унификации). Теперь можно сказать,
что элемент ck является пассивным тогда и только тогда, когда k не входит в множество
индексов.

Очевидно, что звездные цепочки и наборы индексов находятся во взаимно однознач-
ном соответствии.

Последовательность элементов cp+1,cp+2, . . . ,cp+q образует пассивный интервал, если
каждый из ее элементов, кроме последнего, является пассивным.
3.1. Достаточное условие эквивалентности пары цепочек

Если в множестве индексов для каждого пассивного интервала провести произволь-
ную перестановку относящихся к нему индексов, то новый набор индексов породит эк-
вивалентную цепочку.

Наглядное представление о пассивном интервале можно получить, если изобразить
цепочку как последовательность точек на прямой и соединить дугами точки, отвечаю-
щие позициям crk и ck . Тогда точки, из которых не выходит вправо ни одной дуги, явля-
ются пассивными.

Полезное представление звездной цепочки дает матрица инцидентности
(µk, j )1≤k, j≤m , которая определяется следующим образом:

если ck = ck−1 + crk , то µk,rk = 1, µk,k−1 = 1, иначе µk, j = 0;

если ck = ck−1 + ck−1, то µk,k−1 = 2, иначе µk, j = 0.

Элемент цепочки ck является пассивным тогда и только тогда, когда∑
1≤ j≤m

µ j ,k = 1.

Если элементы cp+1,cp+2, . . . ,cp+q образуют пассивный интервал, то перестановке индек-
сов в этом интервале отвечает перестановка строк в блоке матрицы инцидентности µp+1,1 . . . µp+1,p−1

...
...

...
µp+q,1 . . . µp+q,p−1

 .

Каждой такой перестановке отвечает звездная цепочка, эквивалентная исходной. У та-
ких цепочек ck = dk при k ≤ p , k ≥ p +q +1.

Если у цепочки имеется несколько пассивных интервалов, то такую операцию мож-
но проделать в каждом из них. Блоки, в которых происходят перестановки у разных ин-
тервалов, не пересекаются. Операцию по перестановке индексов в нескольких пассив-
ных интервалах будем называть перемешиванием.

Множество цепочек, у которых позиции пассивных интервалов совпадают, а индек-
сы в них могут отличаться друг от друга только перестановкой, будем называть классом
связанных цепочек. Эти классы образуют дизъюнктное разбиение множества всех цепо-
чек. Каждый класс порождается любой из входящих в него цепочек, все такие цепочки
эквивалентны. Но, как показывает эксперимент, эквивалентными оказываются и неко-
торые другие цепочки.

Если у цепочки имеется s пассивных интервалов с длинами q1, . . . , qs , то число эле-
ментов соответствующего класса связанных цепочек равно

(q1)!× (q2)!×·· ·× (qs)! .
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3.2. Алгоритм перебора цепочек
Здесь будут рассматриваться цепочки фиксированной длины m. Алгоритм, приве-

денный ниже, описывает классы связанных цепочек. В результате работы алгоритма
формируется список Li st длины 2m−1 такой, что, если существует цепочка длины
c1, . . . ,cm , последний элемент которой равен cm = n, то

Li st (n) = (ck ), иначе Li st (n) = 0,

при этом фиксируется только первое появление цепочки с конечным элементом cm = n.
Параллельно формируется список Li stW длины 2n−1 такой, что по завершении рабо-

ты Li stW (n) содержит список номеров цепочек (по одному из каждого класса связанных
цепочек), у которых последний элемент равен cm = n. Кроме того формируется список
признаков Li stPr i zn длины (n−1)!, в котором каждой цепочке сопоставлен номер клас-
са связанных цепочек, которому она принадлежит.

Для реализации этого плана используется процедура нумерации цепочек, позволяю-
щая по номеру восстановить цепочку и обратно по цепочке восстановить ее номер. Вви-
ду важности этой нумерации для реализации алгоритма в приложении дано описание
такой нумерации.
3.3. Структура программы перебора

ЦИКЛ-1

В цикле меняется номер цепочки n от 1 до (n−1)!, по списку Li stPr i zn проверяем, не
попала ли эта цепочка в класс эквивалентных цепочек, рассмотренных ранее. Если «да»,
то переходим к следующему номеру (основной момент экономии). Если «нет», то число
n преобразуется в соответствующий набор индексов (r1, . . . ,rm), и цепочка восстанавли-
вается.

Если в списке Li st позиция с номером cm не заполнена, то заносим туда цепочку
и в такую же позицию списка Li stW заносим номер этой цепочки. Если в списке Li st
позиция с номером cm уже заполнена, то в позицию cm списка Li stW добавляем очеред-
ной номер цепочки.

Формируем список пассивных интервалов цепочки
(rpk+1, . . . ,rpk+qk ), k = 1, . . . , s,

и вычисляем общее число перемешиваний (всех возможных комбинаций перестановок
на каждом пассивном интервале

T = (q1)!× (q2)!×·· ·× (qs)! .
ЦИКЛ-2

Формируем новый набор индексов для очередной эквивалентной цепочки. В цикле
меняется номер перемешивания t от 1 до T . Используя процедуру нумерации, перево-
дим номер перемешивания t в номера перестановок в каждом из пассивных интервалов
(t1, . . . , ts).

ЦИКЛ-3

по всем пассивным интервалам k от 1 до s. Используя процедуру нумерации, перево-
дим номер перестановки в саму перестановку.

Конец ЦИКЛА-3

Конец ЦИКЛА-2
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В результате работы цикла-2 сформирован новый набор индексов (перестановки
в пассивных интервалах). Процедура нумерации позволяет по набору индексов вос-
становить номер цепочки. Помечаем этот номер в списке Li stPr i zn, записывая туда
текущий номер класса связанных цепочек.

Переходим в цикле-1 к следующему номеру цепочки.
Конец ЦИКЛА-1

В итоге получаем полную информацию о структуре цепочек: Li st показывает, ка-
кие числа могут появляться в конце звездной цепочки длины m, Li stPr i zn показывает,
сколько существует различных классов цепочек, отличающихся только перемешивани-
ем, и каков размер этих классов, Li stW содержит перечисление цепочек, являющихся
эквивалентными, но не получающихся путем перемешивания.
3.4. Модифицированный алгоритм перебора цепочек

Рассмотренный алгоритм можно еще ускорить. Рассмотрим его работу с цепочкой
c1 = 1,c2 = 2, . . . ,cn = n,

в которой µ2,1 = 2, µk,1 = 1, µk,k−1 = 1, k = 2, . . . ,n, а остальные µk, j = 0. Элементы
c2, . . . ,cn−1 образуют пассивный интервал и элементы первого столбца матрицы ин-
цидентности µ2,1, . . . ,µn,1 можно как угодно переставлять. Но все эти элементы равны
1, и перестановки ничего не меняют. Эти «холостые» ходы можно устранить. Будем
называть перестановку индексов пассивного интервала существенной, если в резуль-
тате перестановки появится хотя бы одна позиция, где индекс изменился, то есть
перестановка местами двух равных индексов не является существенной.

Структуру существенных перестановок в пассивном интервале несложно описать.
Допустим, пассивный интервал имеет длину q и состоит из v групп равных индексов, со-
держащих d1, . . . ,dv элементов (d1 +·· ·+ dv = q). Тогда существенные перестановки мож-
но перечислить так:

— на первом этапе берется произвольная выборка d1-й позиции из q , всего таких вы-
боров C d1

q ; элементы первой группы ставятся на эти позиции, при этом q −d1 пози-
ций останутся свободными;

— на втором этапе нужно выбрать d2 позиции из q −d1, заполнить их элементами
второй группы, всего таких выборов C d2

q−d1
;

— . . . ;
— на последнем v -ом этапе остается заполнить dv оставшихся позиций элементами

последней группы.
Общее число существенных перестановок в пассивном интервале

C d1
q ×C d2

q−d1
×C d3

q−d1−d2
· · ·×C dv

dv
= q

d1!d2! . . .dv !
.

Если цепочка содержит несколько пассивных интервалов с длинами q ( j ), j = 1, . . . , s,
то проведем для каждого интервала описание структуры повторяющихся индексов

d ( j )
1 , . . . ,d ( j )

v j
, d ( j )

1 +·· ·+d ( j )
v = q ( j ).

Естественным образом появляется термин существенное перемешивание. Общее число
существенных перемешиваний
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T =
s∏
1

q ( j )

d ( j )
1 !d ( j )

2 ! . . .d ( j )
v !

.

Для организации перебора всех существенных перемешиваний необходимо их пере-
нумеровать. Преобразование номера существенного перемешивания в само перемеши-
вание происходит так:

— на первом этапе по стандартной схеме, описанной в приложении, номер пе-
ремешивания переводится в набор номеров элементов прямого произведения
множеств (существенных перестановок в каждом из пассивных интервалов),

— на втором этапе номер существенной перестановки в пассивном интервале интер-
претируется как набор номеров выборок по d j элементов из q −∑ j−1

i=1 di (в прямом
произведении наборов выборок для каждой группы одинаковых индексов),

— на третьем этапе номер выборки преобразуется в выборку (по алгоритму биноми-
ального разложения, изложенному в [5]),

— на четвертом этапе эти выборки «вписываются» в пассивный интервал.
Таким образом, перечисляются все эквивалентные цепочки, а холостые ходы устра-

няются.
Приложение

Правило нумерации элементов прямого произведения

Пусть заданы множества Gr , r = 1,2, . . . , s, элементы которых занумерованы
Gr = (1,2, . . . , ar ). Рассмотрим граф, вершины которого распределены по уровням от 1
до s. На первом уровне располагается a1 вершин (элементы первого множества). Из
каждой вершины выходит a2 ребра. Свободные концы этих ребер образуют a1a2 вершин
второго уровня (элементы прямого произведения G1 ×G2).Продолжая процесс на уровне s получим a1 ×a2 ×·· ·×as вершин (элементы прямого
произведения G1 ×G2 ×·· ·×Gs).Назовем локальным номером вершины на уровне j порядковый номер ребра, соеди-
няющего ее с вершиной верхнего уровня (движение слева направо). Глобальным номе-
ром вершины на уроне j назовем ее порядковый номер при движении слева направо
вдоль всего уровня. На s-ом уровне возникнет нумерация всех вершин прямого произве-
дения.

Чтобы перейти от номера элемента прямого произведения к номерам элементов
в каждом из множеств, достаточно подняться по ребрам с нижнего уровня на верхний.
Локальные номера вершин (n1, . . . ,ns), образующих этот путь, и есть номера элементов
в прямом произведении, отвечающие номеру элемента в нижнем уровне.

В ходе реализации алгоритма необходимо осуществлять переход к следующему
глобальному номеру. Для того чтобы проводить эту процедуру в терминах локальных
номеров, удобно ввести понятие опорной вершины для вершины на нижнем уровне.
Пусть m

(
1 ≤ m ≤ ∏s

k=1 ak
) — это глобальный номер вершины на нижнем уровне,

m ∼ (m1, . . . ,ms) — набор локальных номеров вершины m. Вершину m j из списка
локальных номеров (вершин) назовем опорной, если она первая снизу, имеющая
локальный номер меньше максимального, то есть

mk = ak , k = s, s −1, . . . , j −1, m j < a j .

Если ms < as , то вершина сама является опорной, если все m j = a j , то опорной назовем
вершину верхнего слоя m1.
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Теперь можно сформулировать правило перехода к следующему элементу прямого
произведения. Опорная вершина позволяет перейти к вершине со следующим глобаль-
ным номером, минуя переход к глобальнымномерам. Из структуры графа видно, что для
набора (m1, . . . ,ms) следующим будет набор (m1, . . . ,m j +1,1, . . . ,1)), здесь m j — это опор-
ная вершина.

Еще одна процедура, необходимая для реализации алгоритма, — восстановление ло-
кальных номеров по глобальному. Пусть m — глобальный номер (

1 ≤ m ≤∏s
k=1 ak

), отме-
тим, что номер вершины µ в слое k связан с локальным номером ρ тождеством

µ= akλ+ρ, 1 ≤ ρ ≤ ak .

Опишем алгоритм вычисления (m1, . . . ,ms). На первом шаге:
m = asλ+ρ, 0 ≤ ρ < as ,

если ρ = 0, то ms = as , λs =λ−1,

если ρ > 0, то ms = ρ, λs =λ,

. . .
на k-м шаге λk+1 = akλ+ρ, (k = s −1, s −2, . . . ,1),

если ρ = 0, то mk = ρk , λk =λ−1,

если ρs > 0, то ms = ρk , λk =λ.

Эту процедуру легко обратить и восстановить глобальный номер по набору локаль-
ных номеров:

λ1 = m1, λ2 = a2(λ1 −1)+m2, . . . , m =λs = as(λs−1 −1)+ms .

Вернемся к задаче нумерации наборов индексов. Так как 1 ≤ rk ≤ k , то положим
G1 = (0), G2 = (1), G3 = (1,2),. . . , Gk = (1,2, . . . ,k − 1), k = = 2, . . . ,n. Это позволит по номеру
цепочки восстановить набор индексов и обратно.
3.5. Нумерация эквивалентных цепочек для фиксированной выборки

Чтобы занумеровать эквивалентные цепочки, необходимо перечислить все комби-
нации перестановок индексов в каждом пассивном интервале. Если имеется s пассив-
ных интервалов длины q j , j = 1, . . . , s, то всего эквивалентных цепочек будет

Q = q1!×·· ·×qs ! .

Далее по номеру комбинации можно восстановить номера перестановок в каждом
из интервалов. Для этого достаточно заметить, что комбинации перестановок индексов
можно рассматривать как элементы прямого произведения множеств

G j = (1,2, . . . , q j !), j = 1, . . . , s.

В результате каждому номеру перемешивания t (1 ≤ t ≤ Q) будет сопоставлен набор
(t1, . . . , ts) номеров перестановок в каждом из пассивных интервалов. После этого остает-
ся перевести номер перестановки в саму перестановку.

Чтобы упростить обозначения, рассмотрим перестановки на стандартном множе-
стве (1, . . . ,m). Заметим, что всякую перестановку можно представить (w1, . . . , wm) как
серию выборов:
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— w1 — на первом шаге одного элемента из m,
— w2 — на втором шаге одного элемента из m −1,
— . . .
— wm — на m-м шаге берется последний оставшийся элемент.
Таким образом, выборку, отвечающую номеру m, можно рассматривать как последо-

вательность локальных номеров элемента прямого произведения множеств
G j = (1,2, . . . ,m +1− j ), j = 1, . . . ,m.

После этого остается перенести перестановку на множество индексов пассивного ин-
тервала: если (1, . . . ,m) → (s1, . . . , sm), то (rk1 , . . . ,rkm ) → (rks1

, . . . ,rksm
).

Таким образом, получено взаимно однозначное соответствие номеров перемешива-
ний и наборов перестановок в каждом пассивном интервале.
3.6. Модифицированный алгоритм. Нумерация эквивалентных цепочекдля фиксированной выборки

Напомним структуру множества, образованного перемешиваниями в этом случае:
— пассивные интервалы (rp j+1, . . . ,rp j+q j ), j = 1,2, . . . , s,
— стационарные отрезки в каждом из пассивных интервалов

(u j ,0,u j ,1), (u j ,1,u j ,2), . . . , (u j ,s−1,u j ,s), u j ,0 = 1, u j ,s = q j ,

— существенные перестановки в стационарных отрезках.
Как было отмечено, общее число существенных перемешиваний равно

T =
s∏

j=1

q ( j )

d ( j )
1 !d ( j )

2 ! . . .d ( j )
v !

.

На первом этапе надо рассмотреть прямое произведение множеств
G j =

(
1,2, . . . ,

q ( j )

d ( j )
1 !d ( j )

2 ! . . .d ( j )
v !

)
, j = 1, . . . , s.

Это позволит номер существенного перемешивания t , 1 ≤ t ≤ T , превратить в набор но-
меров существенных перестановок в каждом интервале (t1, . . . , ts).

Число существенных перестановок в пассивном интервале было вычислено ранее:
C d1

q ×C d2

q−d1
×C d3

q−d1−d2
×C dv

dv
= q

d1!d2! . . .dv !

(ради упрощения обозначений индекс – номер пассивного интервала — здесь опущен).
Правило нумерации позволяет получить из номера существенной перестановки набор
номеров выборок для каждого стационарного отрезка. Для этого достаточно рассмотреть
прямое произведение множеств

G j =
(
1,2, . . . ,C

u j−u j−1
q−u j−1

)
, j = 1, . . . , s.

Далее необходимо по номеру выборки восстановить саму выборку. Эта процедура
описана в [5].
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Она основана на том, что всякое число m (1 < m ≤C k
n ) единственнымобразом разлагается

в сумму
m =C k

n1
+C k−1

n2
+ . . .C k− j+1

n j
,

n > n1 > ·· · > n j ≥ n − j , n j = 1, . . . ,k.

На основании разложения можно сформировать выборку (δi ), i = 1, 2, . . . ,k , здесь
δi = 1, если i = n j , и δi = 0 в остальных случаях. Неравенства, которым подчинены ин-
дексы ni , позволяют взаимно однозначно дополнить эту выборку до выборок из n эле-
ментов по k. Геометрически это соответствует поднятию вершин единичного куба в Rn ,
лежащих в плоскостях xn−k +xn− j+1+·· ·+xn−1 = j , j = 1, . . . ,k, в плоскость xn−k +xn− j+1+
·· ·+xn−1 = k , заменяя стоящие на крайних позициях нули на единицы.

В результате по номеру существенной перестановки будет сформирована серия вы-
борок

(ε( j )
1 , . . . ,ε( j )

q−u j−1
), j = 1,2, . . . , s, ε

( j )
1 +·· ·+ε( j )

q−u j−1
= u j −u j−1.

Эти выборки надо превратить в существенную перестановку на рассматриваемом пас-
сивном интервале.

4. АЛГОРИТМ ВОССТАНОВЛЕНИЯ СУЩЕСТВЕННОЙ ПЕРЕСТАНОВКИ
1) Расставляем по местам, указанным в первой выборке, одинаковые индексы ru1 из

первого стационарного отрезка, на остальные позиции рассматриваемого пассивного
интервала ставим нули (число нулей равно длине следующей выборки),
. . .
i ) в пассивном интервале остается q −u j−1 незаполненных позиций, в цикле (по w

от 1 до q) по всем позициям пассивного интервала считаем число встретившихся нулей
nmZ , если для очередного встретившегося номера ε(i )

nmZ = 1, то на позицию w ставим
индекс из стационарного интервала rui , по завершении цикла в пассивном интервале
останется q −u j незаполненных позиций, и можно переходить к следующему шагу,
. . .
s) на последнем шаге надо расставить индекс rus по оставшимся незаполненными

us −us−1 позициям.
После того как эта операция будет проведена на каждом пассивном интервале, полу-

чится набор индексов для очередной эквивалентной цепочки.

5. АЛГОРИТМ ПРЯМОГО ПЕРЕЧИСЛЕНИЯ
Накопленная информация о звездных цепочках позволяет иначе посмотреть на за-

дачу поиска минимальной цепочки. Не нужно просматривать все цепочки, достаточно
посмотреть по одному представителю в каждом классе цепочек, отличающихся только
перемешиванием на пассивных интервалах.

Это можно сделать следующим образом (всюду далее предполагается, что длина це-
почки фиксирована):

— цикл-1 — по количеству пассивных элементов в цепочке,
— цикл-2 — по всем возможным размещениям пассивных элементов.
Когда размещение фиксировано, нужно составить список пассивных интервалов. За-

тем надо рассмотреть элементы, не вошедшие в пассивные интервалы. Будем называть
14 © КОМПЬЮТЕРНЫЕ ИНСТРУМЕНТЫ В ОБРАЗОВАНИИ. №1, 2020 г.



Метод сокращения перебора в алгоритмах построения минимальных аддитивных цепочек

их активными. У активного элемента индекс может быть любым (меньше номера само-
го элемента и не совпадающий с номером одного из пассивных элементов).

Далее надо перебрать все пассивные интервалы. Для каждого из них надо перечис-
лить все возможные значения индексов так, чтобы один набор было невозможно пере-
вести в другой перестановками в пассивных интервалах. Для этого достаточно выбрать
индексы так, чтобы они образовывали неубывающую последовательность (тогда один
набор невозможно перевести в другой перестановкой).

Все возможные комбинации этих выборов (прямое произведение) и дадут по одному
представителю из каждого класса наборов индексов, отличающихся только перестанов-
ками в пассивных интервалах.

6. ОПИСАНИЕ ВАРИАНТОВ ВЫБОРА ИНДЕКСОВ В ПАССИВНОМ ИНТЕРВАЛЕ
Удобно провести это описание в терминах матрицы инцидентности. Пусть элементы

пассивного интервала находятся на позициях от p +1 до p +q . Выбор индексов для этих
элементов равносилен расстановке единиц в блоке матрицы, составленном из строк
p + 1, . . . , p + q и столбцов 1,2, . . . , p , при этом единицы нельзя ставить в столбцы, отве-
чающие пассивным элементам.

Пусть после удаления из блока столбцов пассивных элементов в нем останется t
столбцов. Надо поставить единицы в каждой строчке так, чтобы единица в нижней
строчке стояла под или левее единицы в верхней строке, то есть единицы в матрице
образуют столбцы. Обозначим через v , 1 ≤ v ≤ min(q, t ), число таких столбцов и через
c1, . . . ,cv номера столбцов матрицы, где находятся эти столбцы, а через r1, . . . ,rv номера
строк, в которых находятся вершины этих столбцов, при этом

1 ≤ c1 < c2 < ·· · < cv ≤ t , p +1 = r1 < r2 < ·· · < rv ≤ p +q.

Для перечисления всех допустимых перестановок надо организовать цикл перебора
всех возможных значений параметра v . При фиксированном v всякая допустимая здесь
расстановка единиц взаимно однозначно определяется числами c1, . . . ,cv и r1, . . . ,rv . На-
боры чисел в свою очередь можно интерпретировать как выборки v элементов из t
и v −1 элементов из q −1. Общее число различных выборов расстановки единиц в мат-
рице равно C v

t ×C v−1
q−1 .Занумеруем выборки индексов, отвечающие всем активным элементам и пассив-

ным интервалам для всех значений v (сохраняя при этом списки соответствующих ин-
дексов). Прямое произведение эти объектов взаимно однозначно соответствует выбор-
кам по одному представителю из каждого класса смежности.

Занумеруем стандартным способом элементы прямого произведения для всех значе-
ний числа пассивных элементов и для их всевозможных размещений. Проведем цикл по
всем этим выборкам. На каждом шаге по глобальному номеру восстановим локальные
номера, то есть индексы цепочек на соответствующих позициях. По индексам восстано-
вим цепочку.

Всякая цепочка, имеющая ту же длину, эквивалентна одной из полученных цепочек.
7. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Настоящая работа является начальным этапом исследования. Использованное в ра-
боте достаточное условие эквивалентности цепочек довольно далеко отстоит от необхо-
димого условия.
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Для количественного описания этого различия удобно ввести определение. Пару
цепочек назовем существенно эквивалентными, если одна переводится в другую
перестановкой индексов в пассивных интервалах. Эквивалентные (имеющие одинако-
вый последний элемент) цепочки и существенно эквивалентные цепочки разбивают
все множество цепочек на классы смежности. Классы смежности существенно экви-
валентных цепочек являются подмножествами классов смежности эквивалентных
цепочек. Изложенная выше конструкция позволяет выбрать по одному представителю
из каждого класса смежности существенно эквивалентных цепочек.

Рассмотрим для примера цепочки длины 10. Всего таких цепочек 10! = 3628800. Клас-
сов смежности существенно эквивалентных цепочек 2249802.Классов смежности экви-
валентных цепочек примерно 250. Для оценки ситуации важно, что распределение клас-
сов смежности существенно эквивалентных цепочек по классам смежности эквивалент-
ных цепочек крайне неравномерно это видно из графиков (рис. 1), где по горизонтали
отложено значение последнего элемента в цепочке, а по вертикали число классов смеж-
ности существенно эквивалентных цепочек, имеющих такой последний элемент.

Рис. 1
Участок, где число классов особенно велико выделен отдельно (рис. 2). Поскольку

в перспективе важны минимальные цепочки, и для чисел меньше 87 длины минималь-
ных цепочек меньше 10, то классы смежности эквивалентных цепочек, содержащие
много классов смежности существенно эквивалентных цепочек, находятся вне зоны,
где могут находится минимальные цепочки длины 10. Изложенная здесь конструкция
станет полезной, если удастся добавить к ней условие, исключающее из рассмотрения
цепочки заведомо не являющиеся минимальными.
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Рис. 2
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Abstract

Optimization of algorithms for computing the values of polynomials, more precisely, of
monomials, is equivalent to the problem of constructing for a given number a minimal
additive chain. To search for such chains, no algorithms are known except brute force.
The increase in the complexity of the brute force algorithm is very large. Among chains
of the same length there are a lot of equivalent ones, that is, those ending with the same
number. The article provides a sufficient criterion for the equivalence of chains and shows
how the use of the criterion reduces the procedure for the formation of all additive chains
of a fixed length.
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